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Resumen

En este articulo son presentadas técnicas de anali-
sis de estabilidad robusta de sistemas LTI con incer-
tidumbre paramétrica. Es presentado un nuevo teore-
ma para probar la estabilidad robusta en condiciones
necesarias y suficientes, este nuevo teorema presen-
ta ventajas sobre el criterio de Routh y sobre el de
Hurwitz. En este nuevo teorema el problema de es-
tabilidad robusta es mapeado a un problema de pos-
itividad robusta de funciones polinémicas. Asi tam-
bién son presentadas dos herramientas matemaéticas
para probar la positividad robusta de este tipo de
funciones, con lo cual se presenta solucién al prob-
lema de estabilidad robusta de sistemas LTI con in-
certidumbre paramétrica.

1. Introduccion

La estabilidad robusta de sistemas LTI con in-
certidumbre es una propiedad muy importante
que ha sido estudiada ampliamente por diferentes
autores. Una forma de determinar dicha esta-
bilidad es mediante su polinomio caracteristico
p(s,q) = co(q) + c1(q)s + c2(q)s® + ... + cn(q)s™
que tiene coeficientes que dependen del vector
de parametros ¢ = [@1 @2 @1]T. Los valores
de cada parametro ¢; del sistema son constantes
pero se desconoce sus valores precisos, solo se
conocen sus limites minimos y méximos ¢; y @
tales que ¢; € [gi, g El conjunto de todos los
posibles vectores ¢ que puedan existir se le conoce
como una caja de incertidumbre paramétrica @ =
{q = [ql qz ql]T |Qz € [&7@]52 =12, 71}
El conjunto de todos los posibles polinomios p(s, q)
es conocido como una familia de polinomios P(s, @),
P(s,Q) = {p(s,q)|lqg € Q}. La estabilidad de todo el
numero infinito de polinomios de la familia es cono-
cido como estabilidad robusta.
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Los polinomios con incertidumbre paramétrica se
clasifican de acuerdo al tipo de estructura de los
coeficientes ¢;(q) en Intervalo, Afin, Multilineal y
Polinémico.

Los polinomios Intervalo, y Afin comparten la car-
acteristica de que existe un subconjunto de prueba,
esto es, que no tenemos que probar la estabilidad de
toda la familia de polinomios P(s, () sino un subcon-
junto de ella. En el caso de dependencia Intervalo su
estabilidad fue resuelta en 1978 por Kharitonov [3]
y para el caso Afin en 1988 con el teorema de A.C.
Barlet, C.V. Hollot y Huang Lin [1] [3].

El tipo Multilineal y Polinémico como se publico en
[2] no tienen un subconjunto de prueba con el cual
probar estabilidad robusta por lo que se han buscado
diferentes alternativas en donde se pasa el problema
de estabilidad robusta a uno de positividad robusta
de una funcién polinomial por medio de determinates
de Hurwitz junto con el teorema de Frazer y Duncan
[1] , el criterio de estabilidad de C. Elizondo [5] y la
funcion magnitud que utiliza [8]

El problema de positividad de una funcién polinémi-
ca f(q) donde g € @ se resuelve en [9] [10] [8] por el
método de expansiéon en polinomios de Bernstein y
en [4] [6] por el método de descomposicion de signo.

La organizacion del presente articulo es como sigue.
En la seccion 2 se describe un nuevo criterio de es-
tabilidad en condiciones necesarias y suficientes apli-
cable tanto a polinomios fijos como con incertidum-
bre paramétrica mediante herramientas matemati-
cas que prueban la positividad robusta de funciones
polinémicas. En la seccion 3 es descrita la Expansion
en Polinomios de Bernstein capaz de probar la pos-
itividad robusta de funciones polindémicas en condi-
ciones necesarias y suficientes. En la seccién 4 es de-
scrito la herramienta matematica Descomposicién de
Signo que capaz de probar la positividad robusta de
funciones polinémicas en condiciones necesarias y su-
ficientes. En la seccién 5 es mostrado un ejemplo en
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donde se aplica el nuevo criterio de estabilidad y las
2 herramientas mencionadas. En la seccién 6 son pre-
sentadas finalmete las conclusiones.

2. Un Nuevo Criterio de Esta-
bilidad (C. Elizondo)

El criterio de estabilidad en mencién se fundamenta
en indices de Cauchy, cadenas de Sturm y en [5] se
proponen unas secuencias de funciones similares a las
cadenas de Sturm. Mediante estas bases matemati-
cas, finalmente es obtenido el siguiente teorema.

Teorema 1 ([5] ) Dado un polinomio p(s) = co +
€15 + cos? + - 4 15" 4+ ¢ps" con coeficientes
reales, el miumero de raices en el lado derecho del
plano de los complejos es igual al nimero de varia-
ciones de signo en la columna o en el siguiente ar-
reglo.

01 Cn Cn—2 Cn—4
02 Cn—1 Cn—3 Cn—5
03 €31 €3,2
04 €41 €4,2
I(n-1) | €(n-1),1 | €(n—-1),2
On €n,1
O(n+1) | €(nt+1),1
€ij = (E(i-1),(1)€(i-2),(+1) ~ €(i-2),()E(i-1),(i+1))»
V3<i< n+1

€ij = Cnt1—i—2(j—1) Vi <2

o; = Sign(e;1)Vi <2
(i+1—m)/2
o; = Sign(e; 1) 11

Jj=1
m = 3 para t par, m = 2 para i non

Sign(em+2(-1)),1))¥i 2 3

La columna o esta formada por signos, la manera de
obtener el elemento o,, es tomando el signo de e, 1 ,
multiplicarlo por el signo de e(,,_1),; y multiplicarlos
por los signos de €(,,_3).1 , €(n—5),1 » €(n—7),1 asi hasta
agotar la columna.

2.1. Comparacion del Nuevo Teorema
de Estabilidad con el Teorema de
Hurwitz

La diferencia de operaciones entre el nuevo teorema
de estabilidad y el teorema de Hurwitz es debido a
que en el nuevo teorema las operaciones efectuadas
en un renglon son empleadas en el renglon de abajo,
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mientras que en el teorema de Hurwitz el célculo de
un menor A; no es empleado en el menor A;; ;. La
diferencia de operaciones entre un teorema y otro
crece al aumentar el grado del polinomio como se
aprecia en la tabla siguiente.

Operaciones en polinomios de grado n

grado || Teorema de Hurwitz || Nuevo Teorema
n X | +o0— X | +o0—
3 4 1 2 1
4 9 2 5 2
5 66 18 9 4
6 193 45 14 6
7 780 156 20 9

2.2. Criterio de estabilidad en sis-
temas LTI con incertidumbre
Parmeétrica

Al formar la tabla del criterio de estabilidad antes
mencionado en un sistema LTI con incertidumbre
paramétrica los elementos de la misma son funciones
polinémicas de los parametros con incertidumbre
f(q), para obtener la columna o se hace necesario
un andlisis de la positividad o negatividad robusta
de estos elementos para lo cual son ttiles las her-
ramientas matemaéaticas de las secciones 3 y 4.

3. Expansion en Polinomios de
Bernstein

La idea de aplicar la Expansiéon en Polinomios de
Bernstein fue introducida en [9] y después ha sido re-
finada en [8] , [10] y ha probado ser una herramienta
poderosa para el anélisis de estabilidad robusta de
sistemas LTT.

Por simplicidad se explicara el método de expansiéon
en polinomios de Bernstein para el caso monovari-
able.

Sea p(q) un polinomio con coeficientes reales

l
p(g) =Y aid'
=0

Queremos probar la positividad de p(g) para toda
q € [g, |, sin perdida de generalidad podemos asumir
que [g,q] es el intervalo unidad U = [0, 1].

La expansion en polinomios de Bernstein estéd dada
por

=0

plg) = _biBi(q)
l
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donde B; son los polinomios de Bernstein y b; son
los coeficientes de Bernstein y estdn dados por

B; = < ! >qi(1q)”, i=0,..1

7

aj , 1=0,..,1

5())

Donde los paréntesis denotan el coeficiente binomial
o combinacional.

De los coeficientes de Bernstein obtenemos cotas
para el rango de p(U) mediante la propiedad de “aco-
tamiento de rango”

p(U) C [minﬁzobi, maxﬁzobi]

Con lo que podemos asegurar en condiciones sufi-
cientes que si mini=%; > 0 la funcién p(U) es pos-
itiva. Si mini{=%; < 0 puede ser que p(U) aun sea
positiva pero que las cotas que obtuvimos de los
coeficientes no tienen “la resolucién” necesaria para
mostrarlo, para mejorar estas cotas y hacerlas mas
justas podemos seccionar el intervalo unidad [0, 1]
en dos o mas partes y hacemos de nuevo el analisis
de cada una de estas partes haciendo el cambio de
variable correspondiente para trabajar con el inter-
valo unidad al aplicar la expansioén en polinomios de
Bernstein.

Lo anterior se puede extender a multivariable medi-
ante el uso de multi-indices en vez de indices [7].

4. Descomposicién de signo

Definicién 2 Sea P un cono convezxo positivo en un
espacio vectorial R' para x,y € R se dice que
x>y (x>y) con respecto a P siz —y € P
(x—y € P°, en el interior de P ).

Definicion 3 Sea f : R! — R una funcion continua
y Q C P C R un subconjunto convexo, se dice que
f() es una funcion no-decreciente en Q si x >y

implica f(x) > f(y) Vz,y € Q.

Si una funcién esta definida en Q' C R que no esta
contenida en un cono convexo positivo siempre se
puede hacer una transformacion de coordenadas tal
que ¢; € [0,1] ) i:()aal

Definicién 4 Sea f : R! — R una funcion contin-
ua y sea Q C P C R una caja de incertidumbre.
Se dice que f(q) tiene descomposicion de signo si
eristen dos funciones continuas, no decrecientes y
no negativas fn(-) > 0, fp(-) > 0 tales que f(q) =
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folg) — fulg) Vg € Q . Dichas funciones se llama-
ran: La parte positiva de la funcion f,(-) y la parte
negativa de la funcion fn(-).

Las partes negativa y positiva (f,(-), fp(-)) con-
stituyen una representacion (f,, fp) de la funciéon
en R? con una representaciéon grafica en el plano
(fn(-), f(+)) de acuerdo a la figura 1.

s 2 min — mi mazx —
Definicion 5 Sean [[v"""||; = mingeq , |[v™*||2 =
maxgeq los vértices minimo y mdzimo euclidianos de

Q.

De las definiciones anteriores se desprende lo sigu-
iente: Sea f : R — R una funcién continua no-
decreciente y sea Q C P C R una caja con vértices
minimo y maximos euclidianos v™", v™%% entonces

min f(q) = (™), méx f(q) = f("")

Esto lleva al siguiente teorema.

Teorema 6 (Teorema del rectangulo [4] [6] )
Sea f: R — N una funcion continua con descom-
posicion de signo en Q tal que Q C P C R es
una caja con vértices minimo y mdximo euclidianos
VM Y MAT eptonces:

a) f(q) estd acotada inferior y superiormente por
o) — Fa(u™ g Jy(u7) — fo(u™ )

spectivamente.

b) La representacion grafica de de la funcion
f(q) en el plano (fn, fp) estd contenida en el
rectangulo con vértices (fn(v™™), fp(v™™),

(fn(v™90), fp(o™e®),  (fa(0™™), fp(0™®) gy
(fr(@™®), fp(v™™) de acuerdo a la figura 1.

¢) Si el vértice inferior derecho estd arriba de la
recta de 45° entonces la funcion f(q) > 0Vq € Q

d) Si el vértice superior izquierdo estd debajo de la
linea de 45° entonces la funcion f(q) < 0¥q € Q

Definicion 7 Sea f : R — R una funcion con-
tinua en Q@ C P C R, sea TV C Q una caja
con su conjunto de vértices {u;} con vértices min-
imos y mdximos euclidianos pu™", p™* | sea A =
{6 |61 c [0’6;71@9:]’ 6;71(19: — M;naw _ M;nin} cPcC §Rl
una caja con un conjunto de vértices {;} con vér-
tices minimo y mdzrimo euclidianos 0 y §™M%% =
wrer — i g seq g € T tal que ¢ = fimin + 6 donde
d € A, entonces la funcion f(q) se puede expresar
mediante sus partes lineal, no-lineal e independiente
en su minima expresion, para toda q € T'.
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Figura 1: Figura de los teoremas 6, 8

fla)=fm™"+ fL(0) + [n() [0 € A VgeT

f™" = Parte Independiente = f(u™™)

fr(0) = Parte Lineal = V f(q)|,min -6 V6 € A
fn(8) = Parte No— Lineal = f(u™" +6) — fmn —
frL(d) véeA

Teorema 8 (Teorema del Poligono [4] [6]) Sea
f R — R una funcion continua con descomposi-
cion de signo en @, sean q,6,I', A de acuerdo a la
definicion anterior, entonces:

a) La funcion f(Q) estd acotada inferi-
or 'y superiormente por: Cota inf =
fm'm + frmin — an((Smax) y Cota sup =

b) Las cotas del inciso “a” estan contenidas en el
intervalo que definen las cotas del teorema 6
Fo(1m) = fu(umeT) < Cota inf < Cota sup
< fp(ﬂmax) - fn(ﬂmin)'

¢) La representacion grafica de la  funcion
f(@), Y¢ € T en el plano (fn,fp), estd
dentro del poligono que se define intersectando
el rectangulo del teorema 6 con el espacio entre
las rectas a 45° separadas del origen la cota
minima f™" + frmin — fnn(0™%%), y a la cota
mdzima f™" + fLmaz + [np(67%) de acuerdo
a la figura 1.

Lema 9 Sea f : R — R una funcion continua con
descomposicion de signo en Q tal que Q@ C P C R¢ es
una caja con vértices minimo y mdximo Fuclidianos
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i ymax - entonces la funcion f(-) es positiva (neg-
ativa) en @ si y solo si existe un conjunto de cajas
I tal que @ = UT y fo(1™) = fu(u) > ¢ > 0

para cada caja T° (- fp(u™) — fo(up™) < ¢ <0
para cada caja T ).

5. Ejemplo

Un ejemplo interesante es tomado de [10] donde se
busca analizar la Estabilidad Robusta de el poli-
nomio caracteristico asociado con el Daimler-Benz
City-Bus en donde los parametros con incertidum-
bre son la masa m del camioén y la velocidad v del
mismo. Su polinomio caracteristico es:

p(s,v,m) = cg(v,m)s® + cz(v,m)s” + ce(v,m)s5 +
cs5(v,m)s® + ca(v,m)s* + c3(v,m)s® + ca(v,m)s? +
c1(v,m)st + co(v,m)

Donde:

co = 4,49876 - 101402

c1 = 3,6215 - 100 + 5,24855 - 101402

co = 4,22509 - 100 + 1,12469 - 10402 + 5,69531 -
109mo?

c3 = 4,19884-10+9,05376 - 1040+ 6,90414 - 10%mov?
cqs = 3,35907 - 10 + 1,67933 - 10190 + 1,4446¢ -
109mv?

cs = 1,34363 - 103 + 1,34347 - 109mv + 8,30756 -
10°mv? + 1,5625 - 104m>2v?

ce = 2,68726 - 10** + 5,37386 - 10"mv + 1,66151 -
10*mv? + 1,25 - 103m?v?

cr = 1,07477 - 10%mu + 50 * m?v?

cs = m? x v?

la incertidumbre paramétrica seleccionada para este
ejemplo estd dada por v € [17,8, 25]m/s , m €
[27485, 35000]kg

Se hace el cambio de coordenadas para normalizar
la caja de incertidumbre paramétrica para poder
aplicar los métodos de Descomposicion de Signo y
Polinomios de Bernstein.

v=v+q@—-0v), m=m+qg(m-—m)
obteniendo asi el polinomio caracteristico p(s,q)
donde ¢; € [0,1] i=1,2

La prueba de estabilidad se hizo utilizando el crite-
rio de estabilidad [5] en donde se forma una tabla
parecida al la de Routh pero sin la divisién, lo que
permite que se pueda aplicar Descomposicion de Sig-
no y Expansiéon en Polinomios de Bernstein. Para
probar estabilidad hay que asegurar que no existen
variaciones de signo en la columna o de la tabla que
se obtiene de multiplicar el signo de elementos de la
misma que son funciones polinomiales f(q)

Se analiz6 la positividad robusta de siete elementos
de la tabla por los métodos de Descomposicion



de Signo y Expansién en Polinomios de Bernstein
obteniendo los siguientes resultados:

Desc. de Signo Poli. de Bernstein
No. de No. de

C. tabla Part. Tiempo || Part. Tiempo
Coef(3,1) 2 0.32seg 1 1.95seg
Coef(4,1) 4 0.62seg 1 5.32seg
Coef(5,1) 10 4.96seg 1 25.71seg
Coef(6,1) || 30 56 s 1 2.56min
Coef(7,1) || 100x4 3.1hrs 1 35min
Coef(8,1) || 50x24 3.1hrs n/a n/a
Coef(9,1) 1 0.15seg n/a n/a

Donde No. De Part. Es el niimero de particiones que
se tuvieron que realizar para probar la positividad
del coeficiente de la tabla y n/a indica que no
se obtuvo resultado para ese coeficiente por la
complejidad computacional de la prueba.

La prueba utilizando Descomposiciéon de Signo
mostré que no existe cambio de signo en la columna
o de el nuevo criterio de estabilidad por lo tanto que
el polinomio caracteristico p(s, ¢)es estable para toda
q€Q.

La prueba con expansion en polinomios de Bernstein
probd que no hay cambio de signo hasta el rengléon
7 de la nueva tabla y el analisis de los ultimos coefi-
cientes se dificulto ya que requiere de el manejo sim-
bélico de polinomios muy extensos y con el equipo
de computo normal el tiempo que llevaria resulta im-
practico. Cabe mencionar que con descomposiciéon de
signo no es necesario el manejo simboélico de cada co-
eficiente de la tabla ya que puede ser calculado de
coeficientes superiores.

6. Conclusiones

En este trabajo se presenta soluciéon al problema de
estabilidad robusta de sistemas LTI con incertidum-
bre paramétrica. Es presentado un nuevo teorema
para probar la estabilidad robusta en condiciones
necesarias y suficientes de este tipo de sistemas, este
nuevo teorema presenta fuertes ventajas numéricas
sobre el criterio de Routh y sobre el de Hurwitz.
Este nuevo teorema requiere probar la positividad
robusta de funciones polinémicas para lo cual se pre-
sentan dos herramientas matematicas: Descomposi-
cion de Signo y Polinomios de Bernstein. Estas dos
herramientas prueban la positividad robusta de fun-
ciones polinomicas en condiciones necesarias y sufi-
cientes, con lo cual se resuelve el problema de esta-
bilidad robusta mencionado.
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Trabajos futuros deberan enfocarse en reducir el
tiempo computacional que se podria buscar medi-
ante el empleo de otros criterios de estabilidad asi
como el uso de criterios de particion de cajas que
premitan dividir la caja de pardametros ) de manera
mas eficiente.
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